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Resumo

O objetivo do presente trabalho é estudar a solidificagdo isotermica de
ligas binarias utilizando o modelo do campo de fases (“phase field”). Esse
modelo trata a interface de solidificagdo como sendo difusa, em contraste ao
modelo classico, também conhecido como de interface aguda (“sharp”). As
equagdes do modelo do campo de fases foram solucionadas utilizando o método
dos volumes finitos, na sua formulagdo explicita. O modelo implementado foi
empregado para simular a solidificagdo de uma liga binaria do sistema cobre-
niquel. A partir dos resultados do modelo, foi possivel avaliar a influéncia da
espessura e da velocidade de movimentacdo da interface sélido-liquido na
existéncia do equilibrio local nesta interface, que normalmente se verifica para a
solidificagdo de ligas metalicas. Para velocidades de interface da ordem de 107
m/s e superiores observou-se o fenébmeno de aprisionamento de soluto.

Palavras-chave: campo de fases, solidificagdo isotérmica, volumes finitos,
equilibrio local, interface sélido-liquido.

Abstract

This work studies the isothermal solidification of binary alloys using the
phase-field model, which treats the solidification boundary as being diffuse, in
contrast with the classical or sharp-interface model. The phase-field model
equations were resolved using an explicit finite-volumes method. The model
implemented was used to simulate the solidification of a binary Cu-Ni alloy. From
the simulation results, it was possible to analyze the influence of interface
thickness and velocity during solidification on the existence of local equilibrium in
the interface region, which is normally verified in metallic alloys solidification. For
interface velocities of the order of 10° m/s and above, solute-trapping
phenomenon was observed.

Keywords: phase-field, isothermal solidification, finite-volumes, local equilibrium,
solid-liquid interface.
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1 Introdugao

A modelagem matematica € uma ferramenta fundamental para a
engenharia, pois permite economizar recursos financeiros, materiais e tempo. Se
os modelos sozinhos ndo explicam a natureza, também é certo que estes
constituem uma ajuda poderosa na andlise de problemas complexos que néo
poderiam ser adequadamente explorados pela ciéncia convencional sem perda
significante de informagdes devido a simplificagdo necessaria a esse tipo de
abordagem (Bhadeshia, 2008). Em particular, a modelagem desempenha um
papel importante na industria metalirgica, nomeadamente na solidificagido de
metais. Esse processo, presente em toda cadeia de produgdo metalirgica, seja
na fabricagéo de lingotes ou na produgdo de pegas por fundigdo, por exemplo,
pode envolver variaveis de dificil monitoramento e experimentos numerosos e

custosos.

A solidificagdo de metais e suas ligas envolve fenbmenos que ocorrem em
escalas de espago e tempo muito variadas. Por exemplo, o ajuste da
composigdo do liquido e do sélido na interface soélido-liquido ocorre em uma
escala atdmica ou microscopica, enquanto que o transporte de calor e soluto
ocorre em escalas pelo menos uma ordem de grandeza maior (Wheeler et al.,
1992). Modelos como o do campo de fases (“‘phase-field”) foram criados para
possibilitar a simulagdo destes fendmenos. Os modelos classicos de
solidificagdo assumem que a interface sélido-liquido é€ uma superficie ideal, sem
espessura, e requer a aplicagdo de condi¢gdes de conservagao de energia e
soluto (condi¢cdes de Stefan) em cada pedaco desta interface. Este requisito

dificulta a aplicagdo do modelo classico a problemas onde a interface soélido-



liquido tem geometria complexa, como é o caso da interface dendritica. O
modelo do campo de fases elimina este problema, pois no seu equacionamento
ndo é necessario conhecer a posigdo ou geometria da interface. No entanto, o
modelo do campo de fases apresenta limitagbes numéricas severas, pois a
espessura da regido da interface deve ser suficientemente fina para que os
resultados se aproximem daqueles do modelo classico. Desta forma, uma
investigacdo sobre o efeito da espessura da regido da interface no ajuste de
composigdo e equilibrio local na interface sélido-liquido, que & uma hip6tese

sempre considerada no modelo classico, é de grande interesse.



2 Revisao Bibliografica

2.1 Modelo do Campo de Fases

O modelo do campo de fases (“phase-field”) tornou-se bastante utilizado
para a simulagdo da movimentagdo de interfaces durante a solidificagéo, difuséo
em superficies e transformacgdes de fase em geral (Boettinger et al., 2002).
Trata-se de um modelo que considera a regido entre as fases como sendo uma
interface difusa ao longo de dezenas de distancias interatdmicas (Kobayashi,
1993). Essa interface é descrita por uma varidvel de fase ($), que é fungdo do
tempo e da posig¢do e varia suavemente (pode ser modelada por uma fungéo de
classe C1), mas de forma bastante localizada, entre 0 e 1 ao longo da interface
liquido-sélido. Geralmente, 0 e 1 correspondem as fases completamente liquida
e sdélida, respectivamente, mas alguns autores podem adotar a notagdo inversa.

A posicéo exata da interface é admitida para ¢ = 0,5 (Cahn e Hilliard, 1958)

O modelo do campo de fases é visto como uma alternativa ao chamado
modelo classico, também conhecido como modelo de interface aguda (“sharp-
interface model”), que descreve a interface como possuindo espessura nula.
Logo, neste caso a variavel ¢ seria discreta, valendo 0 ou 1, e ndo €

diferenciavel, como ilustra a Figura 1.
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Figura 1 - Localizagéo da interface difusa (a) ou aguda (b) em fungdo da variavel de
fase nos modelos de campo de fase e classico, respectivamente (Lamotte, 2012).

O modelo do campo de fases evita algumas dificuldades matematicas
inerentes ao método classico. Por exemplo, no modelo classico deve-se aplicar
condigbes de contorno a interface para adequar a solugdo do interior da fase a
uma interface cuja posigdo é desconhecida (problema de Stefan). Outra
vantagem do modelo do campo de fases & a possibilidade de lidar facilmente
com mudangas de topologia da interface, como por exemplo coalescimento de

duas regides sdlidas (Boettinger et al., 2002).

Diferentes modelos de campo de fases foram propostos, baseados em
diferentes abordagens (Steinbach, 2009). Este trabalho emprega um modelo que
faz um tratamento termodinamico do fendmeno de solidificagéo, visando prever
a formag8o de interfaces de modo a minimizar a energia livre, conforme sera

desenvolvido nos itens seguintes.

2.2 Analise da energia livre do sistema

Partindo-se do tratamento isotérmico de um sistema onde a concentragéo

total & mantida constante, pode-se chegar a um variacional da energia livre F do



sistema, que deve sempre diminuir para qualquer transformagdo que ocorra,

conforme mostra a equagéo (1) (Boettinger et al., 2002),

F=_[V{f(¢,c,T)+—£—§- vc]z+%¢|v¢|2}w (1)

onde f(¢,c,T) é a densidade de energia livre e €; e ¢4 sdo os coeficientes de

energia gradiente associados a concentragdo e a variavel de fase,

respectivamente, na regido da interface.

A energia gradiente & uma contribuicdo da presenca de interface sobre a
energia livre total. Na presenga de elevados gradientes, como no caso de uma
interface entre duas fases, o valor da densidade de uma propriedade
termodindmica ¢é diferente da simples soma dos valores dessa mesma
propriedade nos volumes monofésicos. Essa contribuicdo foi apresentada
rigorosamente pela primeira vez em 1959 por Cahn e Hilliard (Cahn e Hilliard,

1959).

No problema tratado por este trabalho, a contribuicdo devido ao gradiente
de concentragcdo sera desprezada. Apos essa simplificagdo e considerando o
coeficiente da energia gradiente da variavel de fase constante, devem ser

verificadas as seguintes relagdes na condigdo de equilibrio (Boettinger et al.,

2002):
OF T _ 2 =0 2
& op $ (2)
5F~g=ce
Sc oc : 3)



Equacgdes evolutivas para composigédo e variavel de fase simples, mas
que satisfazem a condigdo de reduzir a energia livre total do sistema, foram

postuladas como:

0o %)

E:_M't |:—f'—gzov2¢] (4)
% _y. _ovZ&

-y [Mcc(l )Vac] (5)

onde os coeficientes My € M, sdo mobilidades relacionadas & cinética da
interface e ao coeficiente de difusdo, respectivamente. A equagédo (4) €
conhecida como equagéo de Allen-Cahn (Allen e Cahn, 1972) e a equagéo (5) &

conhecida como equacgdo de Cahn-Hilliard (Cahn e Hilliard, 1959).

As duas equagdes estdo acopladas pela fungéo de densidade de energia

livre f ((b,c,T), que pode ser escrita para uma solugéo sélida binaria ideal por:

f(¢,c,r)=(1_c)f,,(¢,T)+cf3(¢,r)+vﬂr[(1_c)ln(l_c)+clnc] (6)

n

onde fa e fg sd0 as energias livres dos componentes A e B, respectivamente, em
fungdo da temperatura (T) e da quantidade de cada fase presente, R € a
constante universal dos gases e vm € 0 volume molar médio da solugéo

(assume-se constante). Essas fungdes foram escritas como (Kobayashi, 1993):

$ C 1

f(@T)=W, [p(p=1)| p—=B,(T) |dp (7)
. _
1 (6T) =, p(p=1)| p=5 £ (T) |dp ®



onde Wa e Wg sdo constantes relacionadas com a espessura e a energia

especifica da interfface e Ba e Bs representam o desvio da temperatura em

relagdo a temperatura de fusdo (Tu) do elemento puro.

As variaveis B e W se relacionam entre si e através da espessura e da

tensao da interface, conforme as equagdes (Wheeler et al., 1992):

g
w=12% (9)

-5

De onde:

B(T)-W =6L(T;—TMJ (11)

M



3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral construir e validar um modelo com
base no modelo do campo de fases (‘phase-field") para simulagdo da
solidificagdo isotérmica de uma liga binaria. Tem-se como objetivo especifico
aplicar o modelo desenvolvido a solidificagéo isotérmica de uma liga binaria do
sistema Cu-Ni e verificar o efeito da espessura da regido da interface e da sua

velocidade na hipétese de equilibrio termodindmico local.



4 Metodologia

Neste item serdo apresentados os métodos e ferramentas matematicas
utilizados para o desenvolvimento do modelo do campo de fases empregado na
simulagédo da solidificagédo isotérmica de uma liga binaria. Primeiramente, sado
abordados alguns elementos fundamentais do calculo variacional. Em seguida,
explica-se o método numérico dos volumes finitos em sua formulagdo explicita,
empregado na discretizagdo das equagdes do problema. Finalmente, o modelo é
elaborado através de validagbes sucessivas pela resolu¢do de problemas

simples, cujas solugbes serdo acopladas para constituir o modelo final, mais

complexo.
4.1 Calculo Variacional

A equacdo (1) descreve a energia livre total do sistema e representa
matematicamente um funcional. Para desenvolver a equagdo do campo de
fases, este funcional deve ser diferenciado de uma forma especial, chamada de
derivada variacional, que sera descrita neste item. Um exemplo genérico de
funcional esta representado na equagao abaixo, onde ux € a derivada de u em

relacdo a x (Kang ef al., 2006):
I[u(x)]:]-F(x,u(x),ux (x))dx (12)

Os funcionais s&o bastante utilizados para a resolugdo de problemas de
engenharia onde se quer encontrar uma fungdo que maximize ou minimize o
funcional (energia, por exemplo), sob certas condi¢des. Isso acontece quando se

tem variagdo nula. Pode-se estabelecer um paralelo entre a variagdo de um
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funcional [[u(x)] (representada por 6l) e o diferencial dy/dx de uma fungdo y(x).
Da mesma forma que o diferencial nulo indica localmente um ponto de maximo
ou minimo para uma fungao, a variacdo nula de um funcional indica um ponto
estacionario, ou seja, um ponto de minimo ou maximo. Tipicamente, isso ocorre

quando o integrando da equagéo abaixo é nulo:

1= (2 -2 (13
s\ ou  dx\ oOu,

onde &8y € uma variagao infinitesimal da fungdo em qualquer dire¢do. A equagdo
(14) é conhecida como equagédo de Euler-Lagrange, onde &I/ 6u é a chamada

derivada variacional de | em relagdo a u.

81 _OF d[OoF)_, (14)
Su Ou dx\Ou,

Para o caso bidimensional, onde u=u(x,y), sendo x e y duas variaveis

independentes, a equacdo de Euler-Lagrange pode ser escrita conforme a

equacao (15).

s1_or_d(oF)_dfaF)_ (15)
Su ou de|ou ou,

) Ay
4.2 Métodos Numéricos
4.2.1 Método dos Volumes Finitos

O método dos volumes finitos & bastante utilizado na resolugdo de

problemas de transferéncia de massa e de calor. Este método se revela
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apropriado nesses casos, pois as equacdes algébricas a serem resolvidas
representam fisicamente o principio de conservagdo, o que &€ uma vantagem em
relagéo a outros métodos numéricos, como o método das diferencgas finitas e dos
elementos finitos. Também por esse motivo, as equagdes discretizadas devem

ser desenvolvidas na sua forma conservativa (Patankar, 1980).

Nesse método, divide-se o dominio em volumes de controle, chamados
“volumes finitos”, cada um contendo um né em seu interior. Os modelos
matematicos séo integrados no interior de cada volume, realizando-se algumas
aproximacgdes, de modo a obter uma equagdo algébrica para cada volume
(Patankar, 1980). Este método se contrasta ao das diferengas finitas, onde as
equagdes diferenciais sdo aplicadas aos noés da malha e cada um de seus

termos s@o aproximados por uma equagao de diferencgas.

No método dos volumes finitos, cada volume P se relaciona diretamente
apenas com seus vizinhos imediatos (a oeste e a leste — unicamente, no caso
1D - a norte e a sul —no caso 2D). A Figura 2 esquematiza uma malha 2D de
volumes finitos utilizando a notagdo usual para identificar os volumes, que sera
também utilizada ao longo deste trabalho. Os pontos centrais de cada volume
sj0 identificados por letra mailscula, sendo P o ponto central do volume
resolvido pela equacdo e W, E, S e N os pontos centrais dos volumes vizinhos a
oeste, leste, sul e norte, respectivamente. As interfaces do volume em que esta
contido P e os volumes vizinhos sdo denotadas por essas mesmas letras, mas

escritas em minusculas.
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Figura 2 - Esquema grafico da divisdao de um volume de controle em volumes

finitos.

No caso do presente trabalho, todos os problemas serdo tratados

unidimensionalmente. Portanto, havera apenas volumes a oeste e leste do

volume central.

4.2.1.1 Formulacao explicita

As equacdes deste trabalho foram discretizadas segundo a formulagéo

explicita do método dos volumes finitos. Neste tipo de abordagem, formula-se a

hipétese de que a grandeza a ser calculada permanece constante ao longo de

todo o intervalo de tempo de cada iteragdo. O seu valor s6 € atualizado ao final

de cada intervalo, conforme mostra o esquema da Figura 3.
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Figura 3 - Exemplo de variagdo de temperatura ao longo de um passo de tempo

segundo diferentes métodos. Adaptado de (Patankar, 1980).
Isso permite que a equacg¢do de cada volume seja resolvida de forma
independente a cada iteragédo k, uma vez que os parametros obtidos na iteragéo

k-1 ja estardo disponiveis.
4.3 Etapas de Desenvolvimento do modelo do campo de fases

Previamente a aplicagdo do método de campo de fases a um problema de
solidificacdo de uma liga binaria, o modelo foi testado para ser validado em trés
etapas, onde se compararam os resultados gerados pela resolugdo numérica de

problemas simples aos resultados da solugéo analitica.
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4.3.1 Equagido de difusao de soluto em fase solida

A primeira etapa de validagdo consistiu em resolver numericamente um
problema de difusdo de soluto em um sodlido, utilizando-se o métode dos

volumes finitos para discretizar a equagéo (16), que esta na forma conservativa:

a
—éj—=VDVc=D(V2c) (16)

Primeiramente, integraram-se os dois membros da equagdo (16). Para um
problema unidimensional, supondo concentragdo constante ao longo do volume

finito P no lado esquerdo da equacgéo, tem-se:

t+A1 %, HAX 52
[T ]2
(c;:N—C;J)(xe_xw):(Degxc_ —Dw%t ]At (18)

onde D, = Dy = D constante em todo o dominio sdo os coeficientes de difusao
no solido. Considerando variagéo linear da concentragéo dentro de um mesmo
volume a cada passo de tempo no lado direito da equacgéo, pode-se fazer a

seguinte aproximacao:

dc _Cr—Cp dc _Cw—Cp (19)

aXe xE .XP axw xW"'xP

No modelo empregado, os volumes possuem dimensdes iguais. Deste
modo, os pontos centrais de cada volume sdo equidistantes. Apds se rearranjar

a equacéao (18), tem-se:

C;D+A,~(ap—a5—aw)c;,+aEc;+ a, cy (20)

ap
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onde ap = AX/At e ag = aw =D/Ax. As condi¢des de contorno sao aplicadas nas

bordas do dominio Q2 de tamanho {:

x=0—c,_,=c, =cte
x=£—>gc-=0 (21)
Ox

t=0,VxeQ—>c =c¢,

4.3.2 Evolugao da variavel de fase

Uma segunda etapa de validagdo do método aplicado foi a resolugdo
numérica da equagdo (4), também empregando a formulag&o explicita dos
volumes finitos. Para discretizar essa equacao, integram-se os dois membros no

tempo e no espacgo:

'[@—gzd, g}Dﬂ{dt (22)

AL t 2 t t 9
(0% —¢p)Ax=—M¢[—E¢%E—%f }a—’;Ax]At (23)

Derivando a equagao (6) em relagdo a ¢ e considerando um metal puro,

tem-se:

L —wos-1)o-3-2(7)| (24)

De onde, rearranjando (23):

AL AL (Ax/At —2M¢82¢)¢IP+M¢82¢ (¢15+ ¢:")_MéAXWd)’P(‘b;’_I)[q):’_I/Z_'B(T)]_ (25)
R Ax/ At

As condigbes de contorno empregadas foram do tipo Neumann (derivada

nula) em ambos os lados, segundo exige o modelo (Kobayashi, 1993). A
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condigao inicial do problema & um volume de controle com 50% de fase liquida e

50% de fase sélida, o que corresponde a:

{¢:1, sex<{/2 (26)

$=0, sex>£/2

4.3.3 Resolugao da equagao de difusao pelo modelo do campo de fases

A terceira etapa de validag&o consistiu na resolugdo da equagdo (5). Essa
equacgao é equivalente a equagéo derivada da segunda lei de Fick, resolvida na
primeira etapa de validagdo do modelo. Esta nova resolugado, no entanto, utilizou

o modelo do campo de fases.

A variavel de fase foi fixada no valor unitario (correspondente ao estado
solido) e utilizada na parcela da derivada da energia livre em relagdo a

concentragdo. A equagao foi discretizada, como mostrado a seguir:

o/
AL TR I NI, (PR
 x, t ‘ t xwﬁ'{ ox
Iy o
(C;:Al _C;’)-i—szC Ce(l Ce) 6CEAxacP _ Cw(l_cw) acpracw (28)
Seja:
Mcci(l"'ci)=pi (29)

onde p é considerado uma resisténcia difusiva do sistema na interface i. Assim,

a equacéao (28) pode ser reescrita como:
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/A A A
(C;:Al —C;’)E — aCEAx6CP _ aCPAxaCW (30)
pf_’ pw

Ora,

gzm_/zﬁ/z:g[m]zl,ae
pe pe pe 2 pPpE
éz:Ax_/an_/z:Ax_(m]:l,aw
Pv Pu  Pu 2\ PpPw

(31)

Substituindo-se (31) em (30) e rearranjando convenientemente, tem-se:

o B
At

P

: éi—( o+ w)gt +a ¥ +a 7 (32)

=C a a
iy, ocp ‘ocg "ocw

Os termos de derivadas da energia livre sdo obtidos derivando a equacéo

(6) em relagao a concentragao:

of (¢, c,T)
oc

1-¢

= £,(0.T)~c fA(¢,T)+v£T[1n(LH (33)

m

Das equacdes (7) e (8), obtém-se:

w 2
fo=T28" (B, (6-44)+3(s~1

Sy =288, (6=49)+3(p-1)’)

Considerando uma caso hipotético onde = 0 (T = T¢) e ¢ = 1 (estado

solido), tem-se que f, = f, =0. Assim, (33) fica:

F(eT) _ !LT[IH(IL)] (35)

Oc v, —-c
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Para cada passo de tempo, a equacdo (35) é resolvida em cada volume
com os valores de concentragdo do tempo anterior e os valores de derivada
obtidos sdo substituidos na equacéo (32). Dadas as mesmas condigdes iniciais e
de contorno, a resolugio da equagdo de difusdo pelo modelo do campo de fases

€ equivalente a resolugéo apresentada na secgdo 4.3.1.

4.3.4 Acoplamento das equag¢oes de concentracao e varidvel de fase

Uma vez validada a resolugdo da equagao de difusdo pelo modelo do
campo de fases com variavel de fase constante, as equagbes (4) e (5) foram
resolvidas conjuntamente, acopladas pelo termo de energia livre. Utilizaram-se
pardmetros de entrada correspondentes aos de uma liga Cu-Ni para uma
primeira verificagdo. Depois, foram feitos testes com valores hipotéticos para os

parametros entrada, observando-se a sua influéncia na solugdo numérica.

Os modelos finais para a concentragdo e variavel de fase de uma liga
hipotética A-B (com ¢ = concentracdo de B) sdo apresentados, respectivamente,

nas equagodes (36) e (38), abaixo:

c}*“gzc}g—(ae+aw)@it +a, 7 +aw§-f—’ (36)
At At C p Oce Ocw
onde,
af(¢7C:T) _Wg b] 2 H/A 2 2 R c
TeT) B (1 6-t9) 3011 )< e (15 40) 30017 )o 27|12, | o

t
;’A‘-i—xt— = (Ax/At—2M¢£2¢)¢;,+ M,e?, b+ M¢82¢¢IW—M¢A)C% (38)
P

onde,
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(e T)=cW, ¢ (¢ =1)(¢' =125, (T))+(1-c)W, ¢ (¢' ~1)(¢' ~1/2- B,(T)) (39)

2[R

Para cada passo de tempo, obteve-se um valor para a concentragdo e
para a variavel de fase em fungdo da posigdo. O tempo para estabilizagdo do
perfil de concentragdes foi verificado e entdo os valores de concentragdo do
liquido e do sélido junto a interface foram comparados aos valores esperados de
acordo com a termodindmica, analisando-se as curvas de energia livre
correspondentes aos parametros de entrada para o sélido (¢ = 1) e para o
liquido (§ = 0), dadas pelas equacgdes (40) e (41) reproduzidas abaixo,
respectivamente:

oen)=Er{-cm(-c)remc] (40)

m

I (c,T)chB[TuTBTJ+(1—c)LA [¥]+§T[(l—c)ln(l—c)+clnc] (41)

m
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5 Resultados e Discussao

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados obtidos durante as etapas
de validagédo do modelo empregado, bem como sua utilizagdo para descrever a
solidificacdo isotérmica de uma liga cobre-niquel e verificar o efeito de diferentes

parametros na acuracia do modelo.
5.1 Validagao da equagao de difusiao em estado sélido

A aplicagdo do método dos volumes finitos para a resolugdo da equacgao
(16) permitiu a obtencdo de dados que foram comparados a solugdo analitica

correspondente a segunda lei de Fick, expressa pela equagao abaixo:

Cx — CO

—_1_ X
ety e'f(z\/?)t‘) (42)

onde erf é a fungdo erro de Gauss. A equacdo discretizada resolvida esta

apresentada abaixo.

o (Ax/At—2DjAx)c;, + DfAx(cy+c} ) @3)
Ax/At

Para os volumes nas condigdes de contorno leste e oeste, tem-se,

respectivamente:

wa_ (Ax/At—DJAx)c, +DfAxc, +2D]Axe,
P Ax/ At

(44)

o _ (Ax/At— D] Ax)c}, + Df Axcj,
i Ax/At

(45)
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Os parametros utilizados foram: concentragdo fixa no limite as oeste (x = 0)
ca = 0,6; concentragdo inicial em todo o dominio ¢g = 0,5; coeficiente de difusdo
no sélido D = 10° m?/s; passo de tempo At = 10 s; comprimento do dominio £ =
0,02 m, dividido em 40 volumes iguais (Ax = 5,1 0“‘). Para um tempo total de
simulagéo de 1 s, os resultados obtidos estdo apresentados na Figura 4. Nota-se

que os resultados da simulagdo estdo perfeitamente de acordo com a solugéo

analitica, o que valida esta etapa do modelo.

X 1 s Modelo numérico (VFE)
1 s Solugdo Analitica
0,5 s Modelo numérico (VFE)
0.5 s Solugio Analitica
X 0,1 Modelo numérico (VFE)
X — 0.1 s Solugdo Analitica

0.38

2 0.56

'3

Concentra

o] 0.005 0.01 0.015 0.02
Distancia {m)

Figura 4 - Simulagdo da difusdo de soluto em meio homogéneo empregando

método dos volumes finitos explicito (VFE).

5.2 Validag¢ao da equagao de Allen-Cahn

Foi simulada a solidificagdo de um metal puro hipotético descrito pelos
parametros € = 1 (J/im)"2, My =1 m¥(J.s), Tu= 1K, W =1Jm3 L= 1 Jim*e B(T)

= (. Esse valor de f indica solidificagdo na temperatura de fusédo, Tp.



22

A equacdo (5) foi resolvida numericamente pelo método dos volumes
finitos explicito, utilizando uma malha de 300 volumes, dominio de comprimento
total £ = 100 m e um passo de tempo de 107 s. O resultado em comparacdo com

a solugao analitica estao apresentados na Figura 5.

1.4
Solugdo Analitica
1 s Modelo numérico
« 10 s Modelo numérico
1.2 * 20 s Modelo numérico
1
©
o
w 0.8
[
S
©
B
b 0.6
o
>
0.4 -
0.2
0 1 L St o -l
30 40 50 60 70

X (m)

Figura 5 - Interface de solidificagido comparada a solugéo analitica para f(T) = 0
Percebe-se que a posicdo da interface se estabiliza antes de 10 s,

correspondendo ao estado estacionario previsto pela solugdo analitica de

Harrowell e Oxtoby (Harrowell e Oxtoby, 1987), descrita na equacgdo a seguir:

¢= (46)
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5.3 Validagao da Equagao de Cahn-Hilliard

A equacédo de difusdo apresentada no item 5.1 foi resolvida utilizando o
modelo do campo de fases implementado para uma regido completamente
solida (¢ = 1), validando desta forma o calculo do perfil de concentragédo de
soluto por meio da equacgdo de Cahn-Hilliard. Os pardmetros de concentragio e
tamanho de malha e volume de controle foram iguais ao da resolugéo
apresentada no item 5.1: C,=0,6; Co = 0,5; At = 103 s; { = 0,02 m, dividido em
40 volumes iguais. O coeficiente de mobilidade M, foi escolhido igual a 10° e os

Dv, (noitem 5.1,
T

valores R, T e vi iguais a 1, de modo a manter a relagédo M =

D = 10° m¥s). A Figura 6 apresenta os resultados obtidos.

0.6

1 s - Solugdo numérica lel de Fick

1 s - Solugio campo de fases

1 s - Solugdo Analitica

0,5 s - Solugio numeérica lei de Fick

0.5 s - Solugdo campo de fases
—— 0,5 s Solu¢do Analitica

O 0,15 - Solugdo numérica lei de Fick
0.56 % \

0.58 !

X 0.1 s - Solugio campo de fases

o i 0.1 s Solugdo Analitica
la 1
[ \
j‘.:'. 0.54 | A
8 %
o t
g L}
S \

0,52 ; \

e 'ﬂ-h
0.5l Ran =3 BB E0--00-0-0-8-5-5-5-8- -850
0.48 L ' 1 |
V] 0.005 0.01 0.015 0.02

Distdncia (m)

Figura 6 - Comparagédo das resolugdes da equagdo de difusdo em estado soélido

por diferentes métodos numéricos e em relagao a solugdo analitica.
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As solugbes obtidas foram iguais pelos diferentes métodos, completando
a terceira parte da validacdo do modelo do campo de fases elaborado para este
trabalho. Nos itens seguintes, sera apresentada a aplicagdo do modelo completo

para simular a solidificagdo de uma liga do sistema Cu-Ni.

5.4 Aplicagcao do modelo do campo de fases a solidificagdo de ligas

do sistema Cu-Ni

O modelo completo de campo de fases implementado no presente
trabalho foi testado para simular a solidificagdo isotérmica de uma liga binaria do
sisterma Cu-Ni. Foram utilizados parametros e propriedades das ligas deste
sistema apresentadas na Tabela 1, adaptados por Wheeler et al. (Wheeler et al.,

1992) a partir dos dados obtidos por Coriell e Turnbull (Coriell e Tumbull, 1982).

Tabela 1 - Parametros e propriedades utilizados nas simulagdes da solidificagéio da

liga Cu-Ni.
Ni Cu
Parametros classicos
Ts (K) 1728 1358
L (J/m3) 2,35 x 10° 1,73 x 10°
Vm (M3*/mol) 7,0x10° 7,8 x 10®
o (3/m?) 0,37 0,28
K (m/Ks) 2 2,47
D (m?/s) 10° 10°
6 (m) 5,0 x 101 6,6 x 1020
Parametros para o campo de fases
& (J/m) 3,30x 10°
W (J/m3) 8,90 x 10° 5,10 x 10°
B L6(T-T)/T 2(T-Te)/Te
M; (m3/] s) 490
Mz(m3/} s) 5,70 x 10'1°
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A temperatura escolhida para a simulagdo (solidificagédo isotérmica) foi de 1300
°C (1573 K), que esta entre as temperaturas de fusdo de cada um dos metais
puros. As curvas de energia livre para essa temperatura sdo descritas pelas
equacdes (40) e (41). Através de derivagdo numérica, a tangente comum as
curvas foi obtida, definindo as composi¢des de equilibrio para as fases sélida e
liquida junto a interface, conforme mostrado na Figura 7. Na temperatura

escolhida, os parametros Bni € Bcy valem, respectivamente -0,144 e 0,317.



Curvas de energia livre de liga Cu-Nia 1573 K

5e+008 T T i
- - E livre do sélido
- E livre do liquido
-6-Tangente comum
0
o~
[,]
£
e
f)
g 5e+008
3 -Se+
2
o™
b
@
&
-1e+009
-1.5e+009 ! L i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Concentragdo
(a)
Curvas de energia livre de liga Cu-Nia 1573 K
T T T
- - E livre do sdlido
-1e+009 | E livre do liquido
-o- Tangente comum
-1.1e+009 |-
"
£
3
e
>
0
Ll
‘& -1.2e+009
;'
a ——
C
w
-1.3e+009 |- ]
1 1

0.5 0.55

0.6
Concentragdo

{b)

0.65 0.7

26

Figura 7 - Curvas de energia livre das fases sdlida e liquida para liga Cu-Ni a 1573

K (a) e aproximagao na regido da tangente comum as duas curvas (b).
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A evolugdo do perfil de concentragdes e da posigdo da interface durante a
simulagéo da solidificagio desta liga estdo mostrados na Figura 8. Foi utilizada
uma malha de 1000 nés e comprimento total do dominio de calculo de 107 m. E
importante ter volumes finitos com dimenséo inferior 4 espessura d da interface,
para resolver adequadamente os perfis de concentragdo e da variavel de fase

através da interface.

As condigdes iniciais escolhidas foram: interface no centro do dominio
(quantidades iguais de liquido e sdlido); concentragdo do sdélido c; = 0,80;
concentragéo do liquido ¢ = 0,30. O passo de tempo utilizado foi de 9,0 x 10" s.
Esse valor é limitado pelas condi¢cdes de estabilidade do método explicito dos

volumes finitos.

Perfil de concentracdes com o tempo

T
-

0.8¢ = bos Yo

o

— :
B T —— ©t=9E14s
0.7 e S
e, t=9E-13s
S

. ﬁ‘\_.......... *“M Tem oz
c 0.5

- s ¢t = OE-11 5
5 0.4 < *t=0E-10s

tragsio
(=]
()]

nee:

C

0.3 S santtsateteet
0.2 L L i L 1
3e-008 3.5e-008 4e-008 4_5e-008 Se-008 5.5e-008
x (m)
(a)
Posicdo da interface com o tempo
1 T I T e~ | T
0.8} W —t=9E-14s
@ o\ \
8 W\ t=9E-13s
0.6} \ W -
g t=9E-12s
Ky t=9E11s
204} T
= \\ t=9E-10s
> R
0.2 =
o ] A " T i i ==
3e-008 3.5e-008 4e-008 4.5e-008 5e-008 5.5e-008

x {m)

(b)

Figura 8 — (a) Perfil de concentracdo da interface de solidificagio de liga Cu-
56%at.Ni a 1573K em diferentes instantes de tempo até atingir um aparente estado

estacionario (b) Posicdo correspondente da interface.
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A interface se movimenta até que as concentragdes no sélido e no liquido
préximos a interface atinjam o equilibrio local. O resultado obtido mostra um
perfil de acordo com o esperado pelas curvas de energia livre, onde a
concentracdo no lado do sélido € maior que no lado do liquido, conforme

previsto pelo diagrama de fases binario Cu-Ni abaixo (Committee, 1973).

*C
1500

1400

1300

2300¢

1200

20DF

HOO |

300

a |
o ‘ %-‘: nmu-uu/ aey|
200 ! l 1

Cu 10 20 .30 40 50 60 70 80 90 Ni
Avenash D, Kutkore Weight Percentoge Nickel

Figura 9 - Diagrama de fases binario Cu-Ni (Committee, 1973).

Durante a solidificagdo, os fenémenos de transporte ocorrem em duas
escalas de tempo diferentes. O equilibrio local na regido da interface é buscado
rapidamente, enquanto que a homogeneizagéo da concentracdo das fases em
todo o volume de controle depende da difusdo regida pela lei de Fick. Na

simulagao feita, o estado estacionario é atingido apds aproximadamente 10°s.

A Figura 10 mostra as concentracdes na interface dos lados do sélido e
do liquido (¢ = 0,9 e ¢ = 0,1, respectivamente) para os tempos de simulagdo
apresentados na Figura 8. E interessante notar que o equilibrio local é atingido

com precisé@o superior a 90% em um tempo pelo menos 4 ordens de grandeza

inferior ao estado estacionario.
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Evolugdo das concentracdes do liquido e do sélido na regifo da interface

0.653 T
Conc. do sélido no modelo
+ Conc. do liquido no modelo
Conc. do sélido prevista
Conc. do liguido prevista
i
0.6
-
)
3
'E 0.55 |
¢
Q
<
)
18]
e e mma e
- > oT Tttt o o
0.5
0.45 ! . B .
0 2e-010 4e-010 6e-010 Be-010 1e-009

tempo (s)

Figura 10 - Comparagao entre as concentragdes na regifio da interface obtidas na
simulagdo com as previstas pelas curvas de energia livre
A variacdo em relagdo ao valor previsto pelas curvas de energia livre pode
ser justificada pela imprecisdo do método numérico de derivagdo das equagdes

de energia livre e da escolha dos valores de ¢ que representam o fim da

interface.
5.5 Efeito da espessura da interface

Apéds aplicagdo do modelo a um caso concreto de solidificagdo de liga
binaria, foi estudado o efeito da espessura da interface e da sua velocidade nas
concentragbes de soluto do liquido e sdlido junto a interface, previstas pelo
modelo do campo de fases. Para isso, parametros hipotéticos foram escolhidos

e diversas simulagbes foram feitas a partir da variagdo de alguns desses
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parametros. Considerou-se uma liga binaria hipotética A-B, descrita pelos
parametros Ba = 0,1; Bs = -0,1; Wa = Wg = 10 J/m? R (J/(Kmol)) = T (K) = v,
ol/m3) = 1. Estes parametros resultam nas curvas de energia livre hipotéticas
mostradas na Figura 11, onde também se esta indicando as concentragbes do

solido e liquido em equilibrio termodinamico.



Energia Livre (3/m?3)

Energia Livre {J/m?3)

0.2 Curvas de energia livre da liga descrita pelos parimetros: §a =0,1; s =-0,1; Wa=Wg=10; R=T=va=1
. T T T

- E livre do sélido
- E livre do liquido
-2-Tangente comum

-0.8 ! L !
0 0.2 0.4 0.8 1
Concentragdo
(a)
Curvas de energia livre da liga desarita pelos parimetros: fa=0,1; fa=-0,1; Wa=Ws=10; R=T=vm=1
T T
E livre do sdlido
- - - E livre do liquido
—o— Tangente comum
/{.“
l/
-0.66 -
g
Vi
/j'
yd
.’/' .
/ s
-0.68 |- i
0.7 F -
I i 1
0.4 0.45 0.5 0.55
Concentragdo
(b)
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Figura 11 - Curvas de energia livre (a) com aproximagao na regido da tangente

comum (b) para liga hipotética descrita pelos parametros e W.
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As simulagdes de solidificagdo unidirecional desta liga hipotética foram
realizadas em um dominio de comprimento £ = 0,01 m, dividido em 1000
volumes iguais, um passo de tempo de 10° s e coeficiente de difusdo de soluto
de D = 10° m?¥s no solido e no liquido. Primeiramente, foram utilizadas como
condigbes iniciais de composicéo da liga as concentragdes obtidas pelas curvas
de energia livre (Cs = 0,54 e C, = 0,46), que representam o equilibrio
termodinamico. O resultado, conforme esperado, foi uma interface imével, como

mostra a Figura 12.

Concentracio e posicio da interface da liga AB para dif t de lacs

=

Tempo de simulacio

0.8

e
o

Concentragio / Varidvel de fase
I
s

0.2

0 =
0.004 0.0045 0.005 0.0055 0.006

Figura 12 - Perfil estacionario é estabelecido imediatamente devido as condi¢des
iniciais utilizadas. Curva sélida representa a posigdo da variavel de fase e demais curvas

representam a concentragao, invariavel ao longo do tempo.
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Em seguida, foi utilizada uma composigao inicial nas fases sélida e liquida
diferentes da composi¢do de equilibrio, de modo a causar a solidificacédo e,
portanto, uma velocidade de deslocamento da interface solido-liquido. A
composicdo de referéncia escolhida foi A-65%at. B para a fase solida e de A-
30%at. B para o liquido. Variou-se entdo o coeficiente de energia gradiente ¢,
diretamente proporcional & espessura da interface, conforme mostra a equagao

abaixo (Allen e Cahn, 1979):

§= s‘/% (47)

Ao variar-se esse pardmetro sem variar My, o coeficiente cinético linear p
(relacionado a velocidade normal da interface) também varia, conforme mostra a
equacdo (48).Trata-se, portanto de um efeito conjunto da variacdo desses dois
parametros. O efeito da variagdo de p ou ¢ isoladamente pode ser abordado em

um trabalho futuro.

(48)

O menor valor de ¢ utilizado sem que houvesse instabilidades numéricas,
correspondendo a menor espessura de interface utilizada, foi € = 107 (J/m)"2,
Este valor foi aumentado gradativamente em uma faixa de aproximadamente
uma ordem de grandeza, resultando em um aumento na espessura da interface
solido-liquido. A Figura 13 mostra os resultados obtidos para a concentragéo de
soluto no liquido e solido em fungdo do tempo junto a interface solido-liquido. As
concentragbes do liquido e do soélido junto a interface foram definidas como
aquelas nas posigdes onde a variavel de fase assumia, respectivamente, valores

¢ = 0,1 e = 0,9. Nota-se que iniciaimente estas concentra¢des estdo distantes
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dos valores de equilibrio, mostrando que néo existe equilibrio local. Conforme a
velocidade decresce, os valores na interface vao se aproximando do equilibrio
local. Esta diferenca em relagdo ao equilibrio local que aparece nas maiores

velocidades é conhecida como aprisionamento de soluto (“solute trapping”)

(Ahmad et al., 1998).
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Evolugdo da concentragao no sdélido
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Figura 13 - Perfis de concentragio junto a interface do lado do sélido (a) e do
liquido (b) e velocidade da interface (c) ao longo do tempo para diferentes espessuras
desta. Linhas sélidas indicam concentragdes de equilibrio {(c; = 0,54 e ¢, = 0,46) previstas

pelas curvas de energia livre.
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Nota-se que apds 2 s de simulagdo, as concentragbes junto a interface
atingiram os valores dados pelo equilibrio local, previstos pelas curvas de
energia livre, para todas as espessuras de interface analisadas. A posigdo da
interface (¢ = 0,5) também foi analisada ao longo do tempo e o seu
deslocamento é apresentado na Figura 14. E possivel notar que os perfis sdo
semelhantes para as espessuras consideradas e que o deslocamento da

interface correspondente a £ = 1072 (J/m)"?

€ interrompido em um tempo de
simulagdo de cerca de 6 s. Isso ocorre porque a borda da interface atingiu o
limite do volume de controle, interrompendo o monitoramento desse

deslocamento.
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Deslocamento da interface em fungdo do tempo
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Figura 14 - Grafico do deslocamento da interface relativo a posigdo inicial (x =

0,005 m).

5.6 Efeito da composigao inicial

A velocidade de propagacédo da interface esta diretamente relacionada
com o desvio da composi¢cido inicial da liga em relacdo & composi¢cdo de
equilibrio (Wheeler et al., 1992; Boettinger et al, 2002). Tendo isto em
consideracao, foi testado o efeito da composigao inicial da liga nos resultados do
modelo, de modo a verificar se com o afastamento da composi¢do de equilibrio
local o método permanece acurado na previsdo das concentragbes do sélido e

do liquido na regido da interface.
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As simulagdes foram realizadas considerando os mesmos dados da liga
do item anterior, utilizando espessura de interface correspondente a € = 10*
(J/m)"2, O passo temporal e o comprimento de cada volume finito foram
mantidos constantes. A Figura 15 mostra que h4 um comportamento semelhante
entre os perfis de concentragdo e de velocidade ao longo do tempo de
simulagdo. A medida que as concentragdes buscam o equilibrio local, a
velocidade da interface tende a um valor constante. As concentragbes indicadas
nas legendas correspondem a composigdo inicial do sélido na liga. As

composigdes no liquido foram iguais a A-30%at.B em todos os casos.
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Evoluglio da concentragio no sélido
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Figura 15 - Influéncia da composigao inicial da liga nos perfis de concentragdo

junto a interface do lado do soélido (a) e do liquido (b) e de velocidade (c) em fungdo do

tempo. Linhas sélidas indicam

pelas curvas de energia livre.

concentragdes de equilibrio (cs = 0,54 e ¢, = 0,46) previstas
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A Figura 16 mostra a dependéncia dos perfis de concentracdo com a
velocidade. A medida que a velocidade diminui, a concentracdo se aproxima

cada vez mais do equilibrio.
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Figura 16 - Concentragédo de soélido (a) e liquido (b} junto a interface em fungao da
velocidade. Linhas solidas indicam concentragdes de equilibrio (em azui): ¢, = 0,54 e

¢, = 0,46 e desvio de 10% a mais ou a menos (em roxo) previstas pelas curvas de energia

livre.
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E possivel notar que, para as velocidades a partir da ordem de 107 m/s,

ha um desvio perceptivel nas concentragdes atingidas na interface.

Esse desvio é habitualmente observado devido ao efeito do
aprisionamento de soluto (“solute trapping”), que ocorre para velocidades
relativamente elevadas de solidificagdo (Ahmad et al., 1998). A ocorréncia de
aprisionamento de soluto limita o valor que a concentragdo na interface pode

atingir, impedindo-o de chegar com precisio ao equilibrio local.

A Figura 17 mostra o deslocamento das interfaces até atingirem as
extremidades do volume de controle (#/2 = 0,005 m para as ligas 1, 2 e 3; #/2 =
0,01 m para a liga 4 e £/2 = 0,0125 m para a liga 5). Como a liga 1 é mais rica
em B do que o equilibrio local, a interface se movimenta no sentido de diminuir a
sua composigcdo (ou seja, aumentando a quantidade de liquido, que é mais
pobre em B). J& as demais ligas séo mais pobres em B e, portanto, a interface
se movimenta no sentido de aumentar a quantidade de sélido. Isso explica

porque os sentidos dos deslocamentos das interfaces sdo opostos.
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Deslocamento da interface em funcdo do tempo
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longo do tempo de simulagao
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6 Conclusodes

O trabalho apresentou a construgdo e aplicagdo de um modelo numérico
de previséo da formagéo de interface para o caso de solidificagéo isotérmica de
uma liga binaria assumindo hipétese de solugdo ideal utilizando o modelo do
campo de fases. O modelo previu corretamente as concentragdes da liga na

interface sdlido-liquido, onde a liga respeita o equilibrio termodinamico.

O modelo também mostrou um aumento da velocidade da interface com o
aumento de sua espessura, especialmente nos momentos iniciais da simulagéo,
mas que a velocidade cai rapidamente para um valor constante a medida que as

concentracdes nas interfaces atingem o equilibrio local.

Foi observada a ocorréncia de aprisionamento de soluto quando houve
desvio de concentragdo da liga testada superior a 0,1 em relagdo a composigéo
de equilibrio local. Nesse caso, o modelo ndo atingiu as composigdes

estabelecidas pelas curvas de energia livre.
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7 Trabalhos Futuros

Trabalhos futuros podem explorar mais detalhadamente de forma
quantitativa o efeito da velocidade no aprisionamento de soluto. Outro parametro
cuja influéncia pode vir a ser testada na precisdo do modelo é o coeficiente de
mobilidade da interface My. Modelos bidimensionais e com interfaces curvas

também abrem boas possibilidades para trabalhos futuros.
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